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Рассматривается возможность обеспече-

ния безопасности полетов летательных ап-

паратов, типа вертолетов, на малых высо-

тах, где существует большая вероятность 

несанкционированного появления мало-

размерных объектов типа беспилотных ле-

тательных аппаратов. Рассмотрена воз-

можность решения задачи обнаружения та-

ких объектов на основе радиолокационных 

зондирований в резонансной области ча-

стот UHF диапазона радиоволн.  Предло-

жена субполосная обработка принимаемых 

сигналов, на основе разбиения области 

определений спектров на субполосы, для 

адаптации к частотной полосе отклика и 

фильтрации шумов. Разработан математи-

ческий аппарат субполосного анализа сиг-

налов с использованием субполосных мат-

риц. Получено оптимальное решение за-

дачи фильтрации откликов в заданных суб-

полосах. Приводится процедура обработки 

принимаемых сигналов, при принятии ре-

шений о наличии отклика в заданной суб-

полосе. Приводятся оценки вероятностей 

ошибочных решений при заданной вероят-

ности ошибок первого рода. 

 

Ключевые слова: обеспечение безопас-

ности полетов; малоразмерные летатель-

ные аппараты; субполосная обработка; 

спектр, полоса частот, частотный интер-

вал; анализ; фильтрация; субполосная мат-

рица; отклик; многочастотное зондирова-

ние. 

 

1. Введение 

В настоящее время обеспечение безопас-

ности полетов является актуальным. Осо-

бенно при полетах на малых высотах. Суще-

ствующие бортовые оптические и радиолока-

ционные средства не всегда эффективны. Это 

объясняется тем, что крупные воздушные и 

наземные объекты, такие как самолеты, верто-

леты, высотные мачты, опоры линий электро-

передач и высокие строения достаточно хо-

рошо обнаруживаются как в оптическом, так и 

радиолокационном диапазонах. При обнару-

жении малоразмерных воздушных объектов, 

например, таких как беспилотные летатель-

ные аппараты (БПЛА), возникают проблемы. 

В настоящее время малоразмерные БПЛА по-

лучили широкое распространение, причем их 

совершенствование идет по пути уменьшения 

размеров и расширения спектра выполняемых 

задач. Следовательно, такие объекты могут 

создавать угрозу безопасности полетов, осо-

бенно на малых высотах, где вероятность их 

несанкционированного появления достаточно 

высока. 

Линейные размеры малоразмерных БПЛА 

(например, типа «коптер») довольно малы и 

могут составлять всего два десятка сантимет-

ров, а в элементах конструкции используются 

композитные материалы, снижающие радио-

локационную заметность. Применение 

средств оптического и инфракрасного диапа-

зона далеко не всегда позволяет получить не-

обходимый результат. Это определяется зави-

симостью их от погодных условий, времени 

суток и очень слабой тепловой контрастно-

стью объектов [1]. 

Существующие бортовые радиолокацион-

ные средства, в том числе и вертолетные, 

функционируют в «квазиоптической» области 

частот (когда длина волны, порядка 3 см, су-

щественно меньше линейных размеров объек-

тов). При этом, основная особенность при от-

ражении радиоволн, состоит в том, что эффек-

тивная поверхность рассеяния (ЭПР) малораз-

мерных объектов очень мала (составляет по-

рядка 0,001 – 0,05 м2) [1]. Следовательно, 

дальность обнаружения малоразмерных 

БПЛА ограничивается мощностными (энерге-

тическими) характеристиками радиолокаци-



онных средств и на сегодняшний день не пре-

вышает единиц километров (да и то практиче-

ски в идеальных условиях). При этом, в основ-

ном используются методы, основанные на эф-

фекте Доплера (проявляется при наличии ра-

диальной скорости объекта за счет изменения 

частоты сигнала при отражении). Однако 

большая часть малоразмерных БПЛА мало 

скоростные, или вообще могут быть практиче-

ски неподвижны (зависать). Кроме этого, вы-

сота полета таких объектов небольшая, как 

правило не превышает сотен метров. В этих 

условиях обнаружение и распознавание необ-

ходимо проводить на фоне подстилающей по-

верхности. При этом, в разрешаемом объеме 

радиолокатора возникают отражения не 

только от самого объекта, но и от подстилаю-

щей поверхности (земли) и возможно от дру-

гих посторонних объектов. Удельная ЭПР 

подстилающей поверхности, в данном диапа-

зоне радиоволн, может достигать 0,1 м2. В 

этом случае земля является пассивной поме-

хой, а отношение сигнал/помеха в отраженном 

сигнале может достигать до минус 10 – 15 дБ 

по мощности (даже для локаторов с хорошими 

разрешающими способностями) [1]. Для ре-

шения перечисленных выше проблем требу-

ются новые подходы и методы обработки ра-

диолокационной информации, а также ис-

пользования других диапазонов радиоволн где 

отражения от малоразмерных БПЛА будут бо-

лее информативными. 

Для обнаружения и распознавания мало-

размерных БПЛА необходимо использовать 

диапазон радиоволн, в котором наиболее 

полно проявляются отражающие свойства та-

ких объектов и где гораздо менее выражены 

отражения от пассивных помех, в данном слу-

чае отражения от подстилающей поверхности. 

Наиболее приемлемым является UHF диапа-

зон радиоволн. Это объясняется тем, что в 

этом диапазоне проявляются «резонансные» 

свойства при отражении сигналов. Отдельные 

элементы конструкций малоразмерных БПЛА 

способны формировать отклики на электро-

магнитное воздействие [2]. Особенно это про-

является в тех случаях, когда длина волны со-

измерима или кратная линейным размерам 

элементов конструкции таких объектов. Апри-

ори неизвестны размеры способных к реак-

циям элементов конструкции. Следовательно, 

нельзя заранее определить частоту зондирую-

щего воздействия. В качестве выхода из такой 

ситуации, естественно, использовать многоча-

стотное широкополосное зондирование [3]. 

Для этого возможно использовать линейно ча-

стотно модулированные (ЛЧМ) сигналы с ши-

рокой полосой, либо сверхкороткие гладкие 

импульсы. Воздействие ЛЧМ широкополос-

ных сигналов эквивалентно использованию 

коротких радиоимпульсов определенной ча-

стоты. Синтезирование таких сигналов воз-

можно с использованием цифровых методов 

[4]. 

Для обеспечения широкополосности, дис-

креты ЛЧМ сигнала должны быть достаточно 

короткими по длительности. Однако кратко-

временное воздействие не всегда может поро-

дить резонансный отклик, поэтому возникаю-

щая реакция соответствует понятию импульс-

ной характеристики некоторой системы. Дли-

тельность реакции зависит от ширины полосы 

фильтра отклика, которую необходимо оцени-

вать, чтобы в достаточной мере использовать 

энергетические свойства отражений [5].  

Относительно малая подвижность БПЛА 

позволяет использовать когерентные свойства 

сигналов [6], то есть проводить накопление от-

раженных от объектов сигналов. Это может 

обеспечить необходимые энергетические ха-

рактеристики для обнаружения на больших 

дальностях и с приемлемыми показателями 

качества. 

Еще один важный аспект заключается в 

том, что кроме отклика в определенном ча-

стотном диапазоне в принимаемом сигнале, 

будут присутствовать и посторонние шумы. 

Поэтому, для надежного обнаружения от-

клика необходимо использовать приемы сни-

жения их влияния. В качестве такого приема в 

статье предлагается использовать субполос-

ную обработку, то есть анализ свойств прини-

маемых сигналов с позиций разбиения частот-

ной полосы на субполосы [7]. Для этого в ста-

тье разработан специальный математический 

аппарат и методы его применения. 

 

Основная часть 

1. Математические основы субполос-

ного анализа сигналов 

Пусть далее символ 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇) озна-

чает некоторый сигнал конечной длительно-



сти, трансформанта Фурье которого определя-

ется следующим соотношением [8] 

𝑋(𝜔) = ∫ 𝑥(𝑡) exp(−𝑗𝜔𝑡) 𝑑𝑡
𝑇

0
.                  (1) 

Областью определения трансформанты 

(спектра Фурье) является вся числовая ось и 

предполагается выполнения условий [9] суще-

ствования частотного представления исход-

ного сигнала в области оригиналов (обратное 

преобразование Фурье) 

𝑥(𝑡) = ∫ 𝑋(𝜔) exp(𝑗𝜔𝑡) 𝑑𝜔 2𝜋⁄
∞

−∞
,                 (2) 

и справедливости равенства Парсеваля 

‖𝑥‖2 = ∫ 𝑥2(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0
= ∫ |𝑋(𝜔)|2𝑑𝜔 2𝜋⁄

∞

−∞
      (3) 

Если область определения спектра разбить 

на симметричные субполосы вида 

Ω𝑟 = [−Ω2𝑟 , −Ω1𝑟) ∪[Ω1𝑟 , Ω2𝑟), 
Ω11 = 0, Ω2,(𝑟−1) = Ω1𝑟 , 𝑟 = 2, 3, ⋯,               (4) 

где индекс 𝑟 означает номер частотного 

интервала, то равенству Парсеваля можно 

придать следующий вид 

‖𝑥‖2 = ∑ 𝑃𝑟(𝑥)∞
𝑟=1 ,                                           (5) 

где 

𝑃𝑟(𝑥) = ∫ |𝑋(𝑧)|2𝑑𝑧 2𝜋⁄
𝑧∈Ω𝑟

.                     (6) 

Представляется естественным характери-

стики вида (6) называть субполосными ча-

стями энергии сигнала. Ясно, что определение 

этих характеристик относится к приемам суб-

полосного анализа [7]. 

Важно, что реализуемость таких вычисле-

ний доступно непосредственно в области 

определения сигналов (области оригиналов). 

Этот вывод нетрудно обосновать подстанов-

кой представления (1) в определение (6). В ре-

зультате несложных преобразований полу-

чаем квадратичную форму 

𝑃𝑟(𝑥) = ∫ ∫ 𝐴𝑟(𝑡1 − 𝑡2)𝑥(𝑡1)𝑥(𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2
𝑇

0

𝑇

0
, (7) 

ядро которого определяется субполосным ин-

тегралом 

𝐴𝑟(𝑡) = ∫ exp(−𝑗𝑧𝑡)𝑑𝑧 2𝜋⁄
𝑧∈Ω𝑟

.                      (8) 

После интегрирования отсюда имеем 

𝐴𝑟(𝑡) = (sin(Ω2𝑟𝑡) − sin(Ω1𝑟𝑡)) 𝜋𝑡,⁄  

𝐴𝑟(0) = (Ω2𝑟 − Ω1𝑟) 𝜋⁄ .                                 (9) 

Ядра вида (8) будем называть субполос-

ными ядрами. Именно они служат основой 

развиваемого в статье математического аппа-

рата субполосного анализа. 

Кроме вычисления субполосных частей 

энергий сигналов представляет интерес выде-

ление их субполосных аддитивных компонент 

𝑥(𝑡) = 𝑦𝑟(𝑡) + 𝜀𝑟(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇),                    (10) 

которые однозначно определяются на основе 

следующего требования к спектру искомой 

компоненты 

𝑌𝑟(𝜔) = ∫ 𝑦𝑟(𝑡) exp(−𝑗𝜔𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0
,                    (11) 

а именно 

𝑌𝑟(𝜔) = 𝑋(𝜔), 𝜔 ∈ Ω𝑟,                                  (12) 

𝑌𝑟(𝜔) ≡ 0, 𝜔 ∉ Ω𝑟.                                         (13) 

Ясно, что требования (12) и (13) при конеч-

ной длительности компонент сигнала не могут 

быть выполнены, но можно ввести функцио-

нал, который определяет субполосную меру 

погрешности их выполнения на пространстве 

сигналов исходной длительности 

𝑆𝑟(𝑦) = 𝑃𝑟(𝑥 − 𝑦) + ‖𝑥‖2 − 𝑃𝑟(𝑦).              (14) 

Видно, что первое слагаемое является ме-

рой погрешности выполнения требования 

(12), тогда как два других с учетом равенства 

(3) определяют меру погрешности отклонения 

от нуля квадрата модуля спектра искомой ком-

поненты (требование (13)). Поэтому есте-

ственным принципом служит вариационное 

условие минимизации меры погрешности на 

пространстве сигналов исходной длительно-

сти с ограниченной энергией 

𝑆𝑟(𝑦𝑟) = min 𝑆𝑟(𝑦) , 𝑦(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇).               (15) 

Опуская подробности, приведем решение 

вариационной задачи (15) 

𝑦𝑟(𝑡) = ∫ 𝐴𝑟(𝑡 − 𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
.                          (16) 

Таким образом и в этом случае определяю-

щее значение имеют субполосные ядра. 

Отметим еще одну важную особенность 

получаемых на основе представления (16) 

компонент исходных сигналов. Если в (16) 

подставить представление (8), то после оче-

видных преобразований с учетом определения 

(1) нетрудно получить следующее соотноше-

ние 

𝑦𝑟(𝑡) = ∫ 𝑋(𝜔) exp(𝑗𝜔𝑡) 𝑑𝜔 2𝜋⁄
𝜔∈Ω𝑟

.          (17) 

Оно показывает, что компонента вида (16) 

полностью определяется отрезком спектра ис-

ходного сигнала в исходной субполосе. Это 

очень важное свойство, которое не достига-

ется при использовании любого другого филь-

тра. 

Кроме того, в отличие от других методов 

фильтрации выполняется свойство аддитивно-

сти ∑ 𝑦𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡)∞
𝑟=1 . Оно следует непосред-

ственно из определения субполосных ядер. 

2. Вычислительные аспекты субполос-

ного анализа 

Реализация вычислений интегралов (8) и 



(16) с применением компьютерных техноло-

гий предполагает использование квадратур-

ных формул. Со многих точек зрения пред-

ставляется приемлемым осуществлять экви-

дистантную дискретизацию областей интегри-

рования (областей определения сигналов) и 

использовать квадратурную формулу прямо-

угольников, так что аналогами (8) и (16) явля-

ются 

𝑃𝑟(𝑥⃗) ≅ 𝑥⃗´𝐴𝑟𝑥⃗,                                                (18) 

𝑦⃗𝑟 = 𝐴𝑟𝑥⃗,                                                        (19) 

где верхний штрих означает транспонирова-

ние: 

𝑥⃗ = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑁)´; 𝑥𝑘 = 𝑥(𝑘∆𝑡);  𝑘 = 1, ⋯ , 𝑁; 
𝑦⃗𝑟 = (𝑦1𝑟, ⋯ , 𝑦𝑁𝑟)´;  𝑦𝑘𝑟 = 𝑦𝑟(𝑘∆𝑡);  𝑘 = 1, ⋯ , 𝑁 

𝐴𝑟 = {𝑎𝑖𝑘
𝑟 }; 

𝑎𝑖𝑘
𝑟 =

sin(𝑉2𝑟(𝑖−𝑘))−sin(𝑉1𝑟(𝑖−𝑘))

𝜋(𝑖−𝑘)
, 𝑎𝑖𝑖

𝑟 =
𝑉2𝑟−𝑉1𝑟

𝜋
; (20) 

𝑉𝑚𝑟 = ∆𝑡Ω𝑚𝑟; 𝑚 = 1, 2;                                 (21) 

где: 

 ∆𝑡 = 𝑇 𝑁⁄  − шаг дискретизации. 

Представляется, что использование одина-

ковых символов для обозначения дискретных 

аналогов субполосных ядер (субполосные 

матрицы) и сигналов не приводит к искаже-

нию сути. 

Шаг дискретизации должен быть доста-

точно мал в смысле выполнения неравенств 

𝜀𝐺 = 1 − ∫ ∫ 𝐴𝐺(𝑡1 − 𝑡2)𝑥(𝑡1)𝑥(𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2
𝑇

0

𝑇

0
‖𝑥‖2⁄ ≪ 1, 

где 𝐺 − интервал круговых частот, удовле-

творяющий условию 

𝐺∆𝑡 = (−𝜋, 𝜋).                                               (22) 

Произведение в левой части (22) принято 

называть областью нормированных круговых 

частот, определяющей период изменений 

спектра вектора отсчетов (сохраняя обозначе-

ния): 

𝑋(𝜔) = ∑ 𝑥𝑘 exp(𝑗𝜔𝑘)𝑁
𝑘=1 ;  −𝜋 ≤ 𝜔 ≤ 𝜋.   (23) 

Ясно, что при ограниченности области 

определения спектра дискретизованного сиг-

нала образуется только конечное количество 

субполос, которые полностью покрывают об-

ласть (22). В условиях неопределенности от-

носительно свойств реагирующих на зондиро-

вание элементов конструкции МБПЛА пред-

ставляется естественным разбиение этой обла-

сти следующим образом (вводится нулевая 

субполоса) 

𝑉01 = 0; 𝑉02 = ∆𝑉 2⁄ ; ∆𝑉 = 𝑉2𝑟 − 𝑉1𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 

𝑟 = 1, ⋯ , 𝑅;                                                      (24) 

∆𝑉(2𝑅 + 1) = 2𝜋.                                          (25) 

Легко показать, что тогда в соответствии с 

(20) субполосные матрицы можно предста-

вить в следующем виде 

𝐴𝑟 = 𝐶𝑟𝐴0𝐶𝑟 + 𝑆𝑟𝐴0𝑆𝑟,                                  (26) 

где 

𝐴0 = {𝑎𝑖𝑘
0 }; 

𝑎𝑖𝑘
0 =

sin(∆𝑉(𝑖−𝑘) 2⁄ )

𝜋(𝑖−𝑘)
;  𝑎𝑖𝑘

0 =
∆𝑉

2𝜋
; 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑁;  (27) 

𝐶𝑟 = diag(cos(𝜔𝑟) , ⋯ , cos(𝜔𝑟𝑁)) ;

𝑆𝑟 = diag(sin(𝜔𝑟) , ⋯ , sin(𝜔𝑟𝑁)) ;
              (28) 

𝜔𝑟 = 𝑟∆𝑉; 𝑟 = 0, ⋯ , 𝑅.                                  (29) 

Ввиду симметричности матриц 𝐴𝑟 и их по-

ложительной определенности (следует из по-

ложительности субполосных частей энергий 

сигналов конечной длительности) они явля-

ются матрицами простой структуры и их соб-

ственные числа положительны [10]. Вычисли-

тельные эксперименты, однако, показывают, 

что только определяемая следующим соотно-

шением (квадратная скобка означает целую 

часть числа) 

𝐽0 = [𝑁∆𝑉 2𝜋⁄ ] + 2,                                       (30) 

часть собственных чисел нулевой субполос-

ной матрицы значимо отличны от нуля. По-

этому для нее достаточно точно выполняется 

соотношение 

𝐴0 = 𝑄0𝐿0𝑄0 ,                                               (31) 

где 𝐿0 − диагональная матрица ненулевых соб-

ственных чисел 

𝐿0 = diag(𝜆1
0, ⋯ , 𝜆𝐽0

0 );                                    (32) 

𝑄0 − матрица соответствующих ненулевым 

собственным числам собственных векторов 

𝐴0𝑄0 = 𝑄0𝐿0.                                                  (33) 

На основе определения нулевой субполос-

ной матрицы можно доказать справедливость 

неравенства для собственных чисел [11] 

1 ≥ 𝜆1
0 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝐽0

0 > 0.                                   (34) 

В свою очередь, используя представление 

(26), можно доказать справедливость следую-

щих соотношений для собственных чисел суб-

полосных матриц других субполос. 

𝜆2𝑘−1
𝑟 = 𝜆2𝑘

𝑟 = 𝜆𝑘
0 ; 𝑘 = 1, ⋯ , 𝐽0.                     (35) 

Для матриц собственных векторов, соот-

ветствующих собственным числам с нечет-

ными и четными индексами справедливы 

представления [12] 
𝑄𝑟

𝑐 = 𝐶𝑟𝑄0;
𝑄𝑟

𝑠 = 𝑆𝑟𝑄0.
                                                      (36) 

Отметим, что общую матрицу собствен-

ных чисел целесообразно составить имея в 

виду порядок, определяемый индексами в 

(35). Тогда соответствующие собственные 

векторы в общей матрице будут перемежаться 



тоже в этом же порядке. 

Легко показать, что подстановка (26) в (18) 

и (19) дает соответствующие представления 

через проекции исходного вектора на соб-

ственные векторы субполосных матриц 

𝑃𝑟(𝑥⃗) = ∑ 𝜆𝑘
0(𝛼𝑘𝑟

2 + 𝛽𝑘𝑟
2 )𝐽0

𝑘=1 ;                         (37) 

𝑦⃗𝑟 = 𝑦⃗𝑐𝑟 + 𝑦⃗𝑠𝑟;                                                (38) 

𝑦⃗𝑐𝑟 = 𝐶𝑟𝑄0𝐿0𝛼⃗𝑟;

𝑦⃗𝑠𝑟 = 𝐶𝑟𝑄0𝐿0𝛽𝑟;
                                             (39) 

𝛼⃗𝑟 = (𝛼1𝑟 , ⋯ , 𝛼𝐽0𝑟)’ = 𝑄’0𝐶𝑟𝑥⃗;

𝛽𝑟 = (𝛽1𝑟, ⋯ , 𝛽𝐽0𝑟)’ = 𝑄’0𝑆𝑟𝑥⃗.
                      (40) 

Очевидно, что эти соотношения показы-

вают возможность эффективного распаралле-

ливания вычислений этих субполосных харак-

теристик. 

Представляет интерес оценка требуемой 

размерности используемых субполосных мат-

риц. Для этого в качестве меры отличия спек-

тров исходного и получаемого на основе соот-

ношения (19) векторов воспользуемся поня-

тием субполосной части энергии их разности, 

которая после очевидных преобразований 

принимает следующий вид 

𝑃𝑟(𝑥⃗ − 𝑦⃗𝑟) ∑ 𝜆𝑘
0(1 − 𝜆𝑘

0)2(𝛼𝑘𝑟
2 + 𝛽𝑘𝑟

2 ) =
𝐽0
𝑘=1   

= (1 − 𝜆𝑚𝑒𝑎𝑛
0 )2𝑃𝑟.                                          (41) 

Здесь имеется в виду, что ввиду положи-

тельности множителей в представлении слага-

емых всегда найдется некоторое среднее зна-

чение любого из них, позволяющее выразить 

сумму в таком виде (теорема о среднем). В 

данном случае множитель перед субполосной 

частью энергии можно интерпретировать в ка-

честве относительной погрешности. В виду 

неравенства (34) его значение будет меньше 

единицы. 

Чтобы вектор (19) в достаточной мере от-

ражал свойства отрезка трансформанты Фурье 

исходных данных необходимо обеспечить 

близость к нулю правой части (41). Ясно, что 

это достигается тогда, когда максимальные 

проекции на собственные векторы соответ-

ствуют наибольшим собственным числам, а 

сами собственные числа близки к единице. 

Вычислительные эксперименты показывают, 

что количество достаточно близких к единице 

собственных чисел определяется соотноше-

нием 

𝐼0 = 𝐽0 − 3.                                                     (42) 

Так как должна обеспечиваться положи-

тельность правой части (42), то имея в виду 

(30) получаем требование для количества от-

счетов 

𝑁 ≥ 4𝜋 ∆𝑉⁄ = 2𝜈𝑑 ∆𝜈⁄ ,                                  (43) 

где справа имеются в виду частота дискрети-

зации 

𝜈𝑑 = 1 ∆𝑡⁄ ;                                                      (44) 

и ширина исходных субполос в частотной об-

ласти 

∆𝜈 = ∆𝑉 2𝜋⁄ .                                                  (45) 

Легко показать, что при этом длительность 

обрабатываемой непрерывной реализации 

должна удовлетворять неравенству 

𝑇 = 𝑁∆𝑡 ≥ 2 ∆𝜈⁄ .                                           (46) 

3. Решающая процедура субполосного 

обнаружения откликов 

Предполагается, что после некоторой за-

держки по отношению к зондированию корот-

кими импульсами на выходе приемника осу-

ществляется регистрация вектора отсчетов 

сигнала 𝑥⃗ размерности 𝑁. Необходимо при-

нять решение относительно справедливости 

следующей начальной гипотезы [13]. 

𝐻9: компоненты вектора 𝑥⃗ порождены в от-

сутствие откликов от МБПЛА. 

𝑥⃗ ≡ 𝑢⃗⃗ = (𝑢1, ⋯ , 𝑢𝑁)𝑇,                                    (47) 

где 𝑢𝑖 , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑁 − отсчеты некоторого 

центрированного шума с некоррелирован-

ными отсчетами (𝐸 − символ математического 

ожидания) 

𝐸[𝑢𝑖𝑢𝑖+𝜏] = 𝜎𝑢
2, 𝜏 = 0;

𝐸[𝑢𝑖𝑢𝑖+𝜏] = 0, 𝜏 ≠ 0;
                                   (48) 

В простейшем случае формулировка про-

тивоположной гипотезы имеет вид. 

𝐻1 = 𝐻̅0: компоненты вектора 𝑥⃗ зареги-

стрированы в присутствии отклика 

𝑤⃗⃗⃗𝑟 = (𝑤1𝑟 , ⋯ , 𝑤𝑁𝑟)’ от МБПЛА в некото-

рой заранее неизвестной субполосе из сфор-

мированного ранее их набора, то есть 

𝑥𝑖 = 𝑤𝑖𝑟 + 𝑢𝑖 , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑁.                             (49) 

Субполосная проверка справедливости 

начальной гипотезы должна осуществляться 

как обнаружение возможного отклика в каж-

дой из субполос. 

В качестве признаков предлагается ис-

пользовать компоненты векторов вида (40). 

Имея в виду (47), при выполнении начальной 

гипотезы имеет место 

𝛼⃗𝑟
𝑥 = 𝛼⃗𝑟

𝑢 = 𝑄’0𝐶𝑟 𝑢⃗⃗;

𝛽𝑟
𝑥 = 𝛽𝑟

𝑢 = 𝑄’0𝑆𝑟 𝑢⃗⃗.
                                         (50) 

Сопоставление этих соотношений с опре-



делениями (28) входящих в них матриц пока-

зывает, что реализуется квадратурная обра-

ботка, в которой роль фильтра играет матрица 

собственных векторов нулевой субполосной 

матрицы. 

Центрированность и свойство некоррели-

рованности (48) шума, а также равенство еди-

нице евклидовых норм собственных векторов 

нулевой субплолосной матрицы позволяют 

получить следующие соотношения для число-

вых характеристик компонент векторов (50) 

𝐸[𝛼⃗𝑟
𝑢] = 𝐸[𝛽𝑟

𝑢] = 0; 𝑚 = 1, ⋯ , 𝐽0;                (51) 

𝑠𝑚𝑟
𝛼2 = 𝐸[(𝛼𝑚𝑟

2 )2] = 𝜎𝑢
2 2⁄ + 

+𝜎𝑢
2 ∑ cos(2𝜔𝑟𝑘)𝑞𝑘𝑚

2 2⁄𝑁
𝑘=1 ;                          (52) 

𝑠𝑚𝑟
𝛽2

= 𝐸[(𝛽𝑚𝑟
2 )2] = 𝜎𝑢

2 2⁄ − 

−𝜎𝑢
2 ∑ cos(2𝜔𝑟𝑘)𝑞𝑘𝑚

2 2⁄𝑁
𝑘=1 .                          (53) 

Из этих соотношений следует очевидные 

равенства 

𝐸[(𝛼⃗𝑚𝑟
𝑢 )2] + 𝐸 [(𝛽𝑚𝑟

𝑢 )
2

] = 𝜎𝑢
2.                      (54) 

Ясно, что среди собственных векторов ну-

левой матрицы найдется такой, на котором до-

стигается минимум дисперсии проекции. Это 

обстоятельство и соотношение (54) говорит в 

пользу использования в качестве признако-

вого пространства обнаружения откликов 

квадратурных компонент по отдельности. 

В условиях справедливости противопо-

ложной гипотезы (49) квадратурные компо-

ненты проекций на собственные векторы 

определяются следующими соотношениями 

𝛼⃗𝑟
𝑥 = 𝛼⃗𝑟

𝑤 + 𝛼⃗𝑟
𝑢 = 𝑄’0𝐶𝑟(𝑤⃗⃗⃗ + 𝑢⃗⃗);                   (55) 

𝛽𝑟
𝑥 = 𝛽𝑟

𝑤 + 𝛽𝑟
𝑢 = 𝑄’0𝑆𝑟(𝑤⃗⃗⃗ + 𝑢⃗⃗).                    (56) 

Нетрудно также с учетом (51) получить со-

отношения для математических ожиданий 

этих векторов 

𝑒𝑟
𝛼 = (𝑒1𝑟

𝛼 , ⋯ , 𝑒𝐽0𝑟
𝛼  )’ = 𝐸[𝛼⃗𝑟

𝑥] = 𝐸[𝛼⃗𝑟
𝑤];        (57) 

𝑒𝑟
𝛽

= (𝑒1𝑟
𝛽

, ⋯ , 𝑒𝐽0𝑟
𝛽

 )’ = 𝐸[𝛽𝑟
𝑥] = 𝐸[𝛽𝑟

𝑤].       (58) 

В предположении стационарности откли-

ков в течении некоторого времени осуществ-

ления большого количества зондирований 

значений в смысле сохранения значений ком-

понент векторов (57) и (58), для уменьшения 

дисперсий компонент вторых слагаемых в (55) 

и (56) целесообразно осуществить усреднение 

получаемых проекций, получая оценки векто-

ров математических ожиданий 

𝑒̂𝑟
𝛼 = ∑ 𝛼⃗𝑟

𝑥(𝑛) 𝐾⁄𝑘
𝑛=1 ,                                      (59) 

𝑒̂𝑟
𝛽

= ∑ 𝛽𝑟
𝑥(𝑛) 𝐾⁄𝑘

𝑛=1 .                                      (60) 

Здесь аргумент в круглых скобках озна-

чает акт зондирования. 

Важно то, что если от зондирования к зон-

дированию слагаемые в (59) и (60) некоррели-

рованы, то дисперсии их шумовых компонент 

по сравнению с (52) и (53) уменьшатся в 𝐾 раз 

𝑑𝑚𝑟
𝛼2 = 𝑠𝑚𝑟

𝛼2 𝐾;⁄

𝑑𝑚𝑟
𝛽2

= 𝑠𝑚𝑟
𝛽2

𝐾.⁄
                                                 (61) 

При проверке справедливости начальной 

гипотезы используем следующее решающее 

правило: гипотеза об отсутствии отклика в 

проверяемой субполосе отвергается, если вы-

полняется хотя бы одно из следующих нера-

венств 
|𝑒̂𝑚𝑟

𝛼 | ≥ ℎ𝑚𝑟
𝛼 , 𝑚 = 1, ⋯ , 𝐽0;                             (62) 

|𝑒̂𝑚𝑟
𝛽

| ≥ ℎ𝑚𝑟
𝛽

, 𝑚 = 1, ⋯ , 𝐽0.                             (63) 

где ℎ𝑚𝑟
𝛼  и ℎ𝑚𝑟

𝛽
, 𝑚 = 1, ⋯ , 𝐽0 − некоторые 

пороги, которые определяются в процессе 

обучения при заведомом отсутствии откликов. 

Процесс обучения реализуется на основе 

заданной вероятности 𝛼 ошибок первого рода 

(ложных тревог). Она определяет необходи-

мое количество 𝑀 повторений процедур 

усреднений вида (59) и (60) (здесь квадратная 

скобка − целая часть числа) при заведомом от-

сутствии откликов 

𝑀 = [1 𝛼⁄ ] + 1.                                              (64) 

При отсутствии откликов пороги опреде-

ляются из условия 

ℎ𝑚𝑟
𝛼 = max|∑ cos(𝜔𝑟𝑘)𝑞𝑘𝑚(𝑘)𝑢̅𝑘

𝑖𝑁
𝑘=1 |,         (65) 

где 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀. 

ℎ𝑚𝑟
𝛽

= max|∑ sin(𝜔𝑟𝑘)𝑞𝑘𝑚(𝑘)𝑢̅𝑘
𝑖 (𝑖)𝑁

𝑘=1 |,     (66) 

где 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀. 

Здесь символ 𝑢̅𝑘
𝑖  означает компоненту по-

лучаемого при 𝑖-ом усреднении вектора шума 

(см. (59)и (60)) 

𝑢̅𝑘
𝑖 = ∑ 𝑢𝑘

𝑖 (𝑛) 𝐾⁄𝐾
𝑛=1 .                                      (67) 

Здесь снова символ 𝑛 в скобках означает 

номер зондирования при образовании сумм 

вида (59) и (60). Таким образом, усреднение 

сводится к усреднению векторов шума. 

Представляет интерес оценка вероятности 

ошибок второго рода (пропуск цели) [13]. Для 

этого предположим, что шумы имеют гауссов-

ское распределение. Тогда соотношения для 

вероятностей ошибок второго рода при обна-

ружении откликов имеют вид 

𝑝𝑚𝑟
𝛼 = 𝐹((ℎ𝑚𝑟

𝛼 + |𝑒𝑚𝑟
𝛼 |) 𝑑𝑚𝑟

𝛼 +⁄  

+𝐹 (ℎ𝑚𝑟
𝛼 − |𝑒𝑚𝑟

𝛼 |) 𝑑𝑚𝑟
𝛼⁄ ) − 1;                        (68) 

𝑝𝑚𝑟
𝛽

= 𝐹 ((ℎ𝑚𝑟
𝛽

+ |𝑒𝑚𝑟
𝛽

|) 𝑑𝑚𝑟
𝛽

+⁄  

+𝐹 (ℎ𝑚𝑟
𝛽

− |𝑒𝑚𝑟
𝛽

|) 𝑑𝑚𝑟
𝛽

⁄ ) − 1.                        (69) 



Здесь имеется в виду интеграл вероятности 

для Гауссового распределения [13] 

𝐹(𝑐) = (2𝜋)−
1

2 ∫ exp(−𝑥2 2⁄ )𝑑𝑥
𝑐

−∞
.              (70) 

Эти соотношения показывают, что для до-

стижения вероятности правильного обнаруже-

ния порядка 0,98 при вероятности ошибки 

первого рода порядка 0,0001 должно выпол-

няться хотя бы одно из следующих неравенств 
|𝑒𝑚𝑟

𝛼 | > 2𝑑𝑟𝑚
𝛼 .                                                 (71) 

 

3. Выводы 

В рамках данной статьи рассмотрена акту-

альная задача радиолокационного обнаруже-

ния малоразмерных БПЛА для обеспечения 

безопасности полетов авиационных средств 

на малых высотах. Рассмотрены условиях ре-

акции на зондирование только отдельных ча-

стей конструкций малоразмерных БПЛА, не-

известных заранее размеров. В этих условиях 

отклики на зондирование формируются на ос-

нове резонансов в неизвестной заранее полосе 

частот. Поэтому целесообразно использовать 

зондирование широкополосными сигналами, 

например, многочастотными в виде ЛЧМ с 

цифровым формированием. 

Важнейшее значение приобретает субпо-

лосная обработка принимаемых сигналов, ко-

торая реализуется на основе разбиения обла-

сти определений спектров на субполосы, 

именно так можно произвести адаптацию к ча-

стотной полосе отклика от малоразмерных 

объектов и осуществить фильтрацию шумов. 

В статье изложены элементы математиче-

ского аппарата субполосного анализа сигна-

лов в виде субполосных матриц и их собствен-

ных чисел, и векторов. Введено понятие суб-

полосных частей энергий сигналов и получено 

оптимальное в смысле минимизации субпо-

лосной меры квадратической погрешности 

приближений решение задачи фильтрации от-

кликов в заданных субполосах. 

Разработана процедура обработки прини-

маемых сигналов при принятии решений о 

наличии отклика в заданной субполосе и дана 

оценка вероятностей ошибочных решений при 

заданной вероятности ошибок первого рода. 
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